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آن (𝐸𝑛𝑑𝑃𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠)هر یال با دو راس در ارتباط است که نقاط انتهایی . 2تعریف ❖
.  استرئوساز زوج مرتب مجموعه یال یک مجموعه . گفته می شوندیال 
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𝐺(𝑺𝒊𝒎𝒑𝒍𝒆𝑮𝒓𝒂𝒑𝒉)( ساده)گراف . 1تعریف ❖ = (𝑉,𝐸)

ها یالو یک مجموعه 𝑉به نام (𝑉𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠)رئوس شامل یک مجموعه غیر تهی از 
(𝐸𝑑𝑔𝑒𝑠) به نام𝐸می باشد.

.در گراف غیرجهت دار ترتیب زوج ها مهم نیست➢



.یک گراف که ارتباط بین ایالت ها را مشخص می کند. 1تمرین ❖
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.یک گراف که ارتباط بین ایالت ها را مشخص می کند. 1تمرین ❖
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: مجموعه رئوس ■

: مجموعه یال ها ■

V = { Chicago, Denver, Detroit, Los Angeles, 

New York, San Francisco, Washington }

E = { (San Francisco, Los Angeles),(San Francisco, Denver),

      (Los Angeles, Denver),(Denver, Chicago), 

      (Chicago, Detroit),(Detroit, New York),

      (New York, Washington),(Chicago, Washington),

      (Chicago, New York) }
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گرافی می گویند که بین رئوس بیش از(𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ)مالتی گراف . 3تعریف ❖
.  یک یال قرار گیرد
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گرافی می گویند که هم دارای یال چندگانه به گرافسودو. 4تعریف ❖
(𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝐸𝑑𝑔𝑒) باشد و هم طوقه(𝐿𝑜𝑜𝑝)بتواند در آن باشد.
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𝐺(𝑫𝒊𝒓𝒆𝒄𝒕𝒆𝒅𝑮𝒓𝒂𝒑𝒉)گراف جهتدار . 5تعریف ❖ = (𝑉,𝐸)

ها یالو یک مجموعه 𝑉به نام (𝑉𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠)رئوس شامل یک مجموعه غیر تهی از 
(𝐸𝑑𝑔𝑒𝑠) به نام𝐸می باشد.

c

a

b

d

رئوسازمرتبزوجمجموعهیکیالمجموعه➢
دوکنندهمشخصهازوجترتیبآندرکهاست

.استجداگانهیال

.گویندمینیز(𝐴𝑟𝑐)برداردارجهتگرافدریالبه➢
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گرافی جهتدار می گویند (𝐷𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ)مالتی گراف جهتدار . 6تعریف ❖
بتواند در آن (𝐿𝑜𝑜𝑝)باشد و هم طوقه (𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝐸𝑑𝑔𝑒)که هم دارای یال چندگانه 

.باشد

Los Angeles

Washington

Detroit

Denver
Chicago

New York

San Francisco
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راس مجاور دو راس را که با یک یال به هم وصل هستند را . 7تعریف ❖
(𝐴𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡) راس همسایه یا(𝑁𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟)می نامیم.

.هر راس برابر تعداد یال های متصل به آن راس استدرجه. 8تعریف ❖

.دهیممینمایش𝑑𝑒𝑔(𝑣)بارا𝑣راسدرجه➢

.کندمیاضافهراسآندرجهبهتا2تنهاییبهحلقه،گرافسودوبرای➢



.در گراف زیر درجه هر راس و مجموع درجات را تعیین کنید. 2تمرین ❖

11

ca

b d

f

e

h ig

𝒅𝒆𝒈(𝑽)𝑽

5𝑎

3𝑏

8𝑐

5𝑑

3𝑒

5𝑓

3𝑔

5ℎ

3𝑖

.باشدمی40بابرابردرجاتمجموع➢

درجه رئوس–1جدول ▪



دوبار𝑠تیم،𝑡تیمیکبار𝑟تیم،𝑝تیمیکبار𝑠تیممسابقهیکدر.3تمرین❖
،گرافازاستفادهبا،بردمیرا𝑠تیمیکبار𝑝تیمو𝑡تیمیکبار𝑝تیم،𝑟تیم
.کنیدمدلسازیرامسابقهاین
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(𝐻𝑎𝑛𝑑𝑆ℎ𝑎𝑘𝑖𝑛𝑔 𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚)قضیه دست دادن . 1قضیه ❖

𝐺فرض کنید  = (𝑉,𝐸) باشد و گراف بی سو یک𝐸 تعداد یال های گراف𝐺باشد.

2𝐸 =  ෍

𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔(𝑣)

.استزوج، درجه فرد با تعداد یال باشد گراف بی سو یک اگر . 2قضیه ❖
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مجاور به 𝑢باشد می گوییم 𝐺دارگراف یک یال جهت(𝑢,𝑣)وقتی .9تعریف ❖
(𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡 𝑡𝑜) 𝑣 است و یا𝑣 مجاور از(𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡 𝑓𝑟𝑜𝑚 )𝑢به . است𝑢 راس

.می گویند(𝑒𝑛𝑑)راس پایانی 𝑣و به (𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙)اولیه

𝑖𝑛)ورودیدرجه𝑣راسجهتدارگرافدر.10تعریف❖ − 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒)بیانگر
𝑑𝑒𝑔−(𝑣)بارا𝑣راسورودیدرجهواستراسآنبهورودیبردارتعداد

𝑜𝑢𝑡)خروجیدرجه𝑣راسمشابهطوربه.دهیممینمایش − 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒)

بارا𝑣راسخروجیدرجهواستراسآنازخروجیبردارتعدادبیانگر
𝑑𝑒𝑔+(𝑣)دهیممینمایش.
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𝐺فرض کنید . 3قضیه ❖ = (𝑉,𝐸) باشد و گراف جهتدار یک𝐸 تعداد یال های
.باشد𝐺گراف 

෍

𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔−(𝑣) = ෍

𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔+ 𝑣 = 𝐸
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دو ، گرافی است که در آن بین هر (𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒)گراف کامل .11تعریف ❖
.یال وجود داردیکحتما راس 

.دهیممینمایش𝐾𝑛باراراس𝑛باکاملگراف➢

1برای  𝐾𝑛گراف کامل ▪ ≤ 𝑛 ≤ 5

𝐾1 𝐾2 𝐾3 𝐾4 𝐾5



𝑛بابرابرهایالتعداد𝐾𝑛کاملگرافدرکنیدثابت.4تمرین❖
2

.است

17

𝑛بابرابرراسهردرجهکاملگرافدر − راس𝑛اینکهبهتوجهبابنابراین.باشدمی1
𝑛(𝑛بابرابررئوسکلدرجهمجموعداریم − .باشدمی(1

2𝐸 =  ෍

𝑣∈𝑉

𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 𝑛 𝑛 − 1  ֜  𝐸 =
𝑛(𝑛 − 1)

2
=

𝑛

2
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، گرافی است که تنها یک دور کامل به طول(𝐶𝑦𝑐𝑙𝑒)گراف دور .12تعریف ❖
𝑛(اندازه تعداد رئوس گراف )دارد که از همه رئوس آن عبور می کند.

.دهیممینمایش𝐶𝑛باراراس𝑛بادورگراف➢

3برای  𝐶𝑛گراف دور ▪ ≤ 𝑛 ≤ 6

𝐶3 𝐶4 𝐶5
𝐶6
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𝐶𝑛، گرافی است که اگر به یک گراف دور (𝑊ℎ𝑒𝑒𝑙)گراف چرخ .13تعریف ❖

یک یال به آن متصل 𝐶𝑛یک راس جدید اضافه کنیم و از هر راس گراف 
.نماییم تشکیل می شود

.دهیممینمایش𝑊𝑛باراراس𝑛باچرخگراف➢

3برای  𝑊𝑛گراف دور ▪ ≤ 𝑛 ≤ 6

𝐾3 𝐾4 𝐾5
𝐾6



20

وصفررشتهباراآنرئوسکهاستگرافی،مکعب-𝒏گراف.14تعریف❖
بابیتیکدرتنهاکهراسدوهربینوشدهنامگذاری𝒏طولبهیک

.استشدهرسمیالیکدارندتفاوتیکدیگر

.دهیممینمایش𝑄𝑛باراراس2𝑛بامکعب-𝒏گراف➢

1برای  𝑄𝑛مکعب-𝑛گراف ▪ ≤ 𝑛 ≤ 3

𝑄1 𝑄2 𝑄3

0 1
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110 111
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001

011

010

000
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(𝑩𝒊𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒕𝒆)دوبخشیگرافیکرا 𝐺(𝑉,𝐸)سادهگرافیک.15تعریف❖

و𝑉1مجزایمجموعهبهراگرافهایراسمجموعهبتوانوقتینامندمی
𝑉2بهراهامجموعهازیکیازراسیکیال،هرکهصورتیبهنمودافراز

.نمایدمتصلدیگرمجموعهدرراسی

a

b

c

d

e

f

𝑉1 𝑉2
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دو نها است اگر و فقط اگر بتوان با دو تدوبخشییک گراف ساده . 4قضیه ❖
راس های گراف را رنگ نمود به طوری که هیچ دو راس مجاوری از یک رنگ

.رنگ نباشند

a

b

c

d

e

f

𝑉1 𝑉2
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کاملدوبخشیگرافیکرا 𝐺(𝑉,𝐸)سادهگرافیک.16تعریف❖
(𝑪𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒕𝒆 𝑩𝒊𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒕𝒆)رئوستمامبهقسمتیکازراسهراگرنامندمی

.باشدمجاوردیگرقسمتاز

a

b

c

d

e

f

𝑉1 𝑉2

.(هستندقسمتدورئوستعداد𝑛,𝑚)دهیممینمایش𝐾𝑛,𝑚باراکاملبخشیدوگراف➢

𝐾3,3

a

b

c

d

e

𝑉1

𝐾2,3

𝑉2

a

b

c

e

g

𝑉1

𝐾2,5

𝑉2

f

d
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𝐺گرافاززیرگرافیک.17تعریف❖ = (𝑉,𝐸) تعریفزیرگرافصورتبهرا
𝐻:کنیممی = (𝑊,𝐹)اگر𝑊  𝑉و𝐹  𝐸

𝐶5 𝐾5
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بهرا𝐺2(𝑉2,𝐸2)و𝐺1(𝑉1,𝐸1)ساده(𝑈𝑛𝑖𝑜𝑛)گرافدواجتماع.18تعریف❖
:کنیممیتعریفزیرصورت

𝐺 (𝑉, 𝐸)  =  𝐺1(𝑉1, 𝐸1) 𝑼 𝐺2(𝑉2, 𝐸2) =  𝐺 (𝑉1 
𝑼 𝑉2 ,

𝐸1 
𝑼 𝐸2)



دو،یالیک.دهندمینمایشرااداره،هاراسزیرگرافدر.5تمرین❖
آنینبمخابراتیارتباطیکاینکهبرمشروطکندمیوصلهمبهرااداره

یکطریقازدیگریادارهباتواندمیادارههرباشدداشتهوجودادارهدو
کندمیتتقویراپیغامکهدیگریادارهطریقازیامخابراتیمستقیمارتباط
.باشدداشتهمخابراتیارتباط
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مامتبینمخابراتیارتباطدهیدنشانمثالیکارائهبا(الف.5تمرین❖
.ودشمیبرقرارنیز،شودقطعارتباطیخطوطازبعضیاگرحتیادارات
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اماشودقطعاداراتبینتواندمیکهخطوطیحداکثر(ب.5تمرین❖
است؟تاچند،باشدبرقرارهمچنانارتباط
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اراتادبینتواندمیکهخطوطیحداکثرکنیدرسمگرافی(ج.5تمرین❖
.دهدنشانراباشدبرقرارهمچنانارتباطاماشودقطع
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دایجستراالگوریتم
Dijkstra's Algorithm

30



نظریههایالگوریتمترینمهمازیکی(Dijkstra's Algorithm)دایجستراالگوریتم❖
درتمالگوریاین.شودمیاستفادهمسیرترینکوتاهیافتنبرایکهاستگراف

وهانقشهدرمسیریابیجملهازدارد،ایگستردهکاربردهایامروزیهایفناوری
وگرافمفاهیمبرکوتاهمروریابتداارائه،ایندر.کامپیوتریهایشبکه
ریتمالگواینعملکردنحوهبررسیبهسپسوداشتخواهیملازمنیازهایپیش

.پردازیممی
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.باشنددارغیرجهتیادارجهتتوانندمیهاگراف❖

ودنیکازبتوانهستند،متصلهمبهکهگرهجفتهردراگر:دارجهتغیرگراف❖
.استدارغیرجهتگرافآنرفت،جهتدوهردردیگرنودبه

دریگردنودبهنودیکازبتوانتنهامتصل،نودجفتهرازایبهاگر:دارجهتگراف❖
فلشازماگرافازمدلایندر.استدارجهتگرافآنرفت،مشخصجهتیک

.کنیممیاستفادهیالجهتنمایشبرایسادهخطوطجایبه
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داروزنگراف❖

یالهروزن.هستندهزینهیاوزندارایآنهاییالکهاستگرافیدار،وزنگراف
همبهرانوددومدل،آندرکهچیزیهریازمانفاصله،یدهندهنشانتواندمی

هرویرآبیرنگباهایشمارهزیرداروزنگرافدرمثالعنوانبه.باشدکندمیمتصل
.استیالآنوزننمایشگریال
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Dijkstra’s Algorithmدایجستراالگوریتم❖

کهپردازیممیدایجستراالگوریتمبررسیبه،گرافایپایهمفاهیمباآشناییازپس❖
سگراد»توسطالگوریتماین.استگرافنظریهدرهاالگوریتمترینمهمازیکی

دراو.شدمعرفی1959سالدرکامپیوتر،علومبرجستهدانشمند ،«دایکسترا
الگوریتماینA note on two problems in connexion with graphsعنوانباایمقاله

.کردایجادهاگرافدریابیمسیرمسائلحلبرایایپایهودادارائهرا

ءمبداکیازمسیرترینکوتاهیافتنبرایحریصانهروشیک،گرافدردایجستراالگوریتم❖

درکهراچباشدمنفیغیرهایالتمامیوزنکهاستلازمالگوریتمایندر.کندمیاتخاذواحد
.نیستلهأمسحلبهقادرالگوریتمصورتاینغیر
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گرافدر sءمبداگرهازمسیرترینکوتاهیافتننظرموردمثالکهاینفرضبا❖
G=(V,E)سأرازشروعبادایجستراالگوریتمباشدsءمبداازرامسیرهاترینکوتاهs 

بهتمالگوریایناجرایمراحلبهتردرکبرای.کندمیپیدادیگررئوستمامیبه
:کنیدتوجهزیرمثال
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∞باsمنبعازغیربهرئوستمامیابتدااستمشخصشکلازکهطورهمان

مرحلهدر.استنشدهکشفهاآنبه sازمسیریهنوزیعنی.اندشدهگذاریعلامت
وجودهاآنبهیالیمستقیماsازکهرئوسیتمامیوsسأربینمسیرترینکوتاهبعد
.شودمیمحاسبهدارد

داشتهsبهرامسیرترینکوتاهکهاستسیأرهمانشودمیانتخابکهبعدیسأر
وشدهتکرارسأراینبرایاکنونمنبعسأربرایشدهذکرمراحلو(حریصانهانتخاب)

وجودالییمستقیمامذکورسأرازکهرئوسیتمامیبهفعلیسأرازمسیرهاترینکوتاه
دهدمینمایشرا Sمنبعتاهاگرهفاصلهکهزیرصورتبهلیستی.شودمیمحاسبهدارد
.کنیممیتهیه
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اورمجهایگرهازیکهرتاگرهاینازفاصلهترینکوتاهوانتخابرا sگرهاولمرحلهدر
به.کنیممیحذفلیستازرا sگرهمحاسبه،ازبعدسپسوکنیممیمحاسبهراآن

.استبینهایتبرابر aگرهتا sفاصلهابتدادرمثالعنوان
ازورسید aگرهبه sگرهازتوانمی10وزنبامسیرازعبورباشدهدادهگرافدر

ازفاصلهترینکوتاهپساست (aگرهتا sگرهفعلیفاصله)∞ازکوچکتر10کهآنجایی
بامجاورکهنیز dو bهایگرهبرایامراین.شودمیبروزفوق،لیستدر aگرهتا sگره

s رسیممیزیرلیستبهمرحلهاینپایانازپسنهایتدر.دهدمیرخهستند:
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 aگرهاینجادرکه ،minفاصلهباگره(2مرحله)آمدهبدستجدیدلیستدرحال
وانتخابرا aگرهیعنی.دهیممیانجامآنرویرافوقمراحلوکردهانتخابرااست،
سپسوکنیممیمحاسبهراآنمجاورهایگرهازیکهرتاگرهاینازفاصلهترینکوتاه

.کنیممیحذفلیستازرا aگرهمحاسبه،ازبعد
اساسبرهمچنین.رفتآنبهتوانمی50هزینهباکهاستcنودaمجاورگرهتنها

گرهدوبینکه50وزنبایالازگذربا.استبینهایتبرابر cتامنبعگرهفاصلهلیست،
a وc ،گرهاز(50+10)60مجموعباتوانمیاستsگرهبهa گرهبهسپسوc رسید.
.کردبروزراشدهدادهگرافولیستمیبایستاستکوچکتر∞از60کهآنجاییاز
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 dگرهاینجادرکه ،minفاصلهباگره(3مرحله)آمدهبدستجدیدلیستدرحال
وانتخابرا dگرهیعنی.دهیممیانجامآنرویرافوقمراحلوکردهانتخابرااست،
سپسوکنیممیمحاسبهراآنمجاورهایگرهازیکهرتاگرهاینازفاصلهترینکوتاه

.کنیممیحذفلیستازرا dگرهمحاسبه،ازبعد
حال.داردهزینهتا30اندازهبه dگرهتامنبعگرهاز.هستند bو d،  cمجاورهایگره
60برابر bتا dهزینهاینکهبهتوجهبابرویم bگرهبه dگرهازاشادامهدربخواهیماگر

ازکمترهزینهاین.است90یعنی60+30برابر s->d->bمسیرهزینهنتیجهدراست،
درراکمترهزینهبامسیرنتیجهدر.است s->bمسیریعنیاشفعلیمسیرهزینه

.کنیممیبروزمانگرافولیست
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بهتوجهبابرویم، cبه dازآمدیم، dگرهبهمنبعگرهازاینکهازبعدبخواهیماگرحال
یعنی20+30برابر s->d->cمسیرهزینهنتیجهدراست20برابر cتا dهزینهاینکه
نتیجهدر.است s->a->cمسیریعنیاشفعلیمسیرهزینهازکمترهزینهاین.است50

.نیدکتوجهزیرشکلبه.کنیممیبروزمانگرافولیستدرراکمترهزینهبامسیر

رااست، cگرهاینجادرکه ،minفاصلهباگره(4مرحله)آمدهبدستجدیدلیستدرحال
ازفاصلهترینکوتاهوانتخابرا cگرهیعنی.دهیممیانجامآنرویرافوقمراحلوکردهانتخاب

ازرا cگرهمحاسبه،ازبعدسپسوکنیممیمحاسبهراآنمجاورهایگرهازیکهرتاگرهاین
.کنیممیحذفلیست
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اینکهبهتوجهباحال.رفتآنبهتوانمی10هزینهباکهاست bنود cمجاورگرهتنها
در(لیسترسانیبروزآخریناساسبر)است50برابر cنودتامنبعازمسیرترینکوتاه

 bگرهبهمنبعگرهاز،60=10+50هزینهبایعنی ،bبه cگرهازرفتنباتوانمینتیجه
s->d->c->b.رفت

.کردبروزراشدهدادهگرافولیستمیبایستاستکوچکتر90از60کهآنجاییاز
یتنهادرومیابدخاتمهدایجستراالگوریتم،هافاصلهلیستاز cگرهحذفبااکنون
.داشتخواهیمرازیرلیستوگراف



41

ازیکهرتامنبعگرهازمسیرهاترینکوتاهرنگقرمزهاییالآمدهبدستگرافدر
.هستندگرافهایگره
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Aراساز،گرافاینمسیرترینکوتاهمسیروگرافمحاسبه:دوممثال
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کهراسیآنوکنیممیبررسیرابازدیدنشدههاراسهمهدیگرباربعد،مرحلهدر
لجدواز.کنیممیانتخابشروعنقطهعنوانبهداردراموقتفاصلهترینکوچک
فاصلهترینکوچک Cهاآنبیندرکهاندنشدهبازدید Dو B، Cهاراسقبل،مرحله

.زنیممیعلامتبازدیدشدهراسعنوانبهرا Cپس.داردرا(۳)
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.هستند DوBکهکنیممیروزبهراCبازدیدنشدههایهمسایهموقتفاصلهحال
فاصلهجمعحاصلازفاصلهاین.است۶=۳+۳بابرابر CطریقازBموقتیفاصله
فاصلهاینچون.آیدمیبدستهستند،۳بابرابردوهرکه BCیالوزنوCاصلی
 Cبههمرااشقبلیراسو۶بهرا Bموقتفاصلاست،(۷)قبلیفاصلهازکمترجدید
فاصلهاینچون.است۹=۶+۳بابرابرCطریقاز D موقتیفاصله.کنیممیتنظیم
:دهیمنمیتغییرراآناست،فعلیفاصلهازبیشتر
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Bراسبازدید
 BواندنشدهبازدیدDو Bهاراستنهااکنونواقعدر.استشدهتمامتقریباماکار

بازدیدراسعنوانبه۶واقعیفاصلهباراآنبنابرایندارد،راموقتیفاصلهترینکوچک
ارکمرحلهایندربنابرایننداردایبازدیدنشدههمسایههیچB.زنیممیعلامتشده

:دهیمانجامنبایددیگری
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Dراسبازدید
۸واقعیفاصلهباراآنبنابراین.استDکهماندهباقیبازدیدنشدهراسیکتنهااکنون

چون.مزنیمیعلامتشدهبازدیدعنوانبه(نیستآنبهرسیدنبرایبهتریراهچون)
:استتمامماکارنمانده،باقینیزDازاینشدهبازدیدهمسایههیچ
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مسیرترینکوتاهدرخت
وسیرممحاسبهبرایتواندمیکهاستدرختیکدایجستراالگوریتماجراینتیجه
رینتکوتاهمثال،عنوانبهبنابراین،.شوداستفادهAیعنیمبدا،راسازراسهرفاصله
بابرابرBبهرسیدنمسیرترینکوتاهواست۸فاصلهبا AEDبابرابر Dبهرسیدنمسیر

AECB است۶طولبا:
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